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1. Mengen, Relationen, Abbildungen

1.1 Grundlagen

Definition
CANTOR (Griinder der Mengenlehre)

,Eine Menge M ist eine Zusammenfassung von bestimmten wohlunterscheidbaren Objekten
unserer Anschauung oder unseres Denkens.“
Ist ein Objekt x Element einer Menge M ,schreibenwir x€M oder M>x ( M enthilt

x ).Enthilt M die Elemente x,,..., x, ,schreiben wir M={x,,...,x,]

Beispiel
L M=[1,2,3,4,56
ii. M ={Alle MI-Studenten der HdM |

iii. Lege Menge durch bestimmte Eigenschaften fest,z.B. M ={x€IN | x Primzahl} oder
(0,1,2,3,4]=[xeN |x<4)

iv. M=[{xeM |x=2k+1 und keIN}

v. Natiirliche Zahlen N={0,1,2,3,...]
Ganze Zahlen Zz=(0,1,—1,2,-2,..|
. p 111 1
eZ 0,l,=,——=,=,—, ...
Rationale Zahlen [ | p.q } [ o= 53073
Reelle Zahlen {Alle Zahlen der Zahlengerade |
Leere Menge M={|=0
Defintion

m M, heiBt Teilmengevon M, (inZeichen M,SM, )genaudann, wenn gilt: Jedes
Element von M istauch ein Element von M,

m M, und M, heiBengleich (in Zeichen M =M, )genaudann, wenn M, und
M, die gleichen Elemente enthalten.

Satz

M, und M, seien Mengen. Dann gilt:
M =M, genaudann,wenn M,SM, und M,=M,

1. Mengen, Relationen, Abbildungen
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Beweis
i " = "Sei M=M, .
Da M, die gleichen Elemente wie M, enthidlt = M =M,
Da M, die gleichen Elemente wie M, enthdlt = M,=M
ii. " < ":Sei M\sM, und M,=M, .Annahme: M #M,
Dann existiert ein Element x€M |, mit x€M, (indirekter Beweis).

Beispiel

i M,=(1,2,3,4,5,6]
M,={2,3,5,1,4,6|
M ,=(6,3,4]

M, =M, M,SM,

ii. M, =[x€IN | x istdurch 2 teilbar |
M ,={x€IN | x ist durch 4 teilbar}

M, =M, ?Nein,denn 6€M,  jaber 6€&M, .

M,=M, ,denn:Sei x€M, ,also x durch 4 teilbar,d.h.esgibtein & mit
x=4-k

x=2-2-k

x=2-1(mit]=2k)

also x durch 2 teilbar.

1.2 Mengenoperationen

Definition
S , T seien Mengen.
m  Der Durchschnitt (oder die Schnittmenge) von S und 7 ist die Menge der

Elemente, die sowohl zu S alsauchzu 7 gehoren:
SNT={x | xESund x€T|

m Die Vereinigungsmengevon S und 7 istdie Menge der Elemente, diezu S oder
T gehoren:
SUT ={x | x€SoderxeT|

m Die Differenzmengevon S und T istdie Menge der Elemente von S die nicht zu
T gehoren:
S\T={xeS | x¢&T|

m Das Komplementvon S istdie Menge S={x |x&S]}

1. Mengen, Relationen, Abbildungen
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Beispiel

.

ii.

iii.

v.

(1,3,5]n{3,5,7}=(3,5]}
(1,3,5]U1{3,5,7}=(1,3,5,7}
{1,3,5} (3,5,7}=(1}
S={x€N | xist durch?2 teilbar |
T={x€N | xist durch4teilbar}
SNT=T
SUuT=S§
S\T ={x | xistdurch?2 aber nicht durch 4 teilbar}=1{2,6,10,10, ...}

=(xeN | x=4k+2,keN)

Bemerkung: Venn Diagramme

Stellt Mengen als Ovale dar:

M,NM,

M, UM,=Q

M,

1. Mengen, Relationen, Abbildungen 5
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Definition
S und T seien Mengen.

Die Produktmenge SXT ist die Menge der geordneten Paare (s,7) mit s€S und €T ,

also:
SXT={(s,t) | s€S,teT}

Beispiel
1. S=(1,2,3},T={x, y,z}
SXT={(1,x),(2,x),(3,x),(1,»),(2,2),(3,»),(1,2),(2,2), (3,2)}
ii. S={xeR |0<x<1},T={yeR |0<y<2]}
SXT=[(x,y) |0<x<1,0<y<2}
z.B.(0.5,1.5)eSXT A
P
1.5 .
SxT
; |
0.5 1

iii. S=(1},T=la,b,c] = SXT={(1,a),(1,b),(1,c)]

1. Mengen, Relationen, Abbildungen
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1.3 Relationen

1.3.1 Beispiele

Definition

M und N seien Mengen.
Dann heiBt jede Teilmenge RS M XN eine Relation zwischen den Mengen M und N .

Beispiel
i. M ={Alle MI-Studenten vom 1. Semester |
N

={ Alle Martrikelnummern }
R={(m,n) |n ist die Matrikelnr des Studenten |

(1,2,3,4}, N=(a,b|

M=
MXN={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b),(4,a),(4,b)}
R={(1,a),(2,),(3,b), (4,a))

ii.

Tabelarische Darstellung von R Pfeildiagramm
R | a b le /P a
1 X
2@ b
2 X
3 3
4 X
4

W =(xeR \Ostl],Nz[yelR |OSyS%}

F 3
R=[(x,y) | y=—x+%,0$x$1,0$y£%}

1/2
MxN

Bemerkung
R Relation zwischen M und N .Falls (m,n)€R ,sagtman:" m stehtin Relation zu

n

n ". mRn .

1. Mengen, Relationen, Abbildungen
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1.3.2 Aquivalenzrelationen

Definition
M sei Menge.
m FEine Teilmenge RS M XN heiBt Relation in M.
m Eine Relation R in M heiBit reflexiv, wenngilt: (x,x)ER fiirallex, yeM .

m Eine Relation R in M heilt symmetrisch, wenn gilt:
(x,y)eR = (y,x)€R fiirallex,yeM

m Eine Relation R in M heiBt transitiv, wenn gilt:
(x,y)€ER A (y,z)ER = (x,z)ER fiirallex,y,zeM

m  FEine reflexive, symmetrische und transitive Relation R in M heiBt
Aquivalenzrelationin M .

Beispiel

i.  M={Alle HIM —Studenten |
xRy < x wohnt mit y in einer WG.

R reflexiv? Ja, denn jeder wohnt mit sich selbst in WG.
R symmetrisch? Ja, denn "Alise wohnt mit Bob in WG"
= "Bob wohnt mit Alise in WG"
R transitiv? "Alise wohnt mit Bob in WG" } "Alise wohnt mit Carol
"Bob wohnt mit Carol in WG" in WG"
Definition

M seiMenge, R Aquivalenzrelationin M .

m Dannheift [x]={yeM |(y,x)ER} die Aquivalenzklassevon x .

Beispiel

i.  M={Alle Geradender Ebene|
(x,y)€ERex istzu y parallel

reflexiv: x parallel zu x
symmetrisch: xparallelzuy = y parallel zu x S x: s=at+b
transitiv: x parallel zu y A

yparallelzuz § * parallel zu z /

R ist Aquivalenzrelation.

7 /'/ Y
Xyz /// t

[x]={Menge der Geraden | s=at+[,]/€Rbeliebig]

1. Mengen, Relationen, Abbildungen
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i M=7z=[0,1,-1,2,-2,3,-3,...}
(x, y)eR<(x—y)ist durch 5 teilbar.

reflexiv: (x,x)ER ,denn x—x=0 und O durch 5 teilbar.

symmetrisch:  (x, y)€R=x—y ist durch5teilbar=—(x—y)=y—x ist durch 5 teilbar
=(y,x)ER

transitiv: (x,y)€R=x—y durch5teilbar=x—y=k-5

(y,z)€R=y—z durch5teilbar= y—z=[-5=y=[-5+z

—(1-5+z)=5k
—z=(l+k)-5
=(x,z)ER

Bilde Aquivalenzklassen:
[0]={0,5,—5, 10,—10,...
[1]={1,6,—4,11,-9, ...

[2]={2,7,—3,12,—8,...

{
{

[—

(x€Z | x=5m,meZ|

x€Z | x=5-m+1,meZ}
x€Z | x=5m+2,meZ)
x€EZ | x=5-m+3,meZ]
x€EZ | x=5m+4,meZ)

[0]

—

3,8,-2,13,—7,...
[4]=(4,9,—1,14,—6,...
[5]=(0,5,—5,10,—10,...
[6]=[1]

—— —— ——
—— —

I
-

[13]=[3]
Definition
m M seiMenge. A=[A4, | ASM] seiMenge von Teilmengevon M .
A heiBt eine Partition von M: < Jedes Elementvon M ist Element eines der 4,
und 4,N4;=0 fir i#j .

Beispiel

Kartoffel E A={A,, A,, ..., A} bildet Partition von M.

s A,

R sei Aquivalenzrelationin M .
= Die Aquivalenzklassen von R bilden eine Partition von M .

Satz

1. Mengen, Relationen, Abbildungen
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Beweis

i. Zeige: Jedes x€M gehort zu einer der Aquivalenzklassen, denn x€[x] , da reflexiv.

ii. Zeige: [x]N[y]=0 wenn [x]#[y]
Seialso z€[x]A[y] = z€&[x]= zsteht in Relation zu x= x steht in Relation zu z
z€[ y]= 2z steht in Relation zu y = x steht in Relation zu y

=x€[y]=[x]<[y]

Analog gilt auch: [y]<[x]=[x]=[y]
Gezeigt: [x]N[y]#0 = [x]=[y]
Dazu dquivalent: [x]#[y] = [x]N[y]=80 (Kontraposition)

1.3.3 Ordnungsrelationen

Definition
M seiMenge. RSEM XM seiRelationin M .
m R heiBtantisymmetrisch © {(x,y)€ER und (y,x)€ER = x=y|
n R heiBt Ordnungsrelation, wenn R reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.

m Eine Ordnungsrelation R heifit linear < Fiir alle Paare
(x,y)EMXN gilt (x,y)€R V (y,x)ER

Beispiel

i. M ="Menge aller Mengen"
(x,y)ER= xSy

R ist reflexiv: (x,x)eR ,dh. xSx
R ist transitiv: X,V)ER = xC

Ey )z;))ER N yC)z; xSz = (x,z)€ER
R istantisymmetrisch: (x,y)eR = xZ<y _

(y,x)ER = yc<x I

x —_

R ist nicht linear ]
=>xCy,ySx = (x,y)€Rund(y,x)&R

R Ordnungsrelation: R reflexiv, antisymmetrisch, transitiv

R Ordnungsrelation heifit linear < V x,y gilt: (x,y)€R V (y,x)ER

1. Mengen, Relationen, Abbildungen 10
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Beispiel

M=N
(x,y)ER=>x<y

R ist lineare Ordnungsrelation.

R istreflexiv: (x,x)ER, denn xSx
R ist antisymmetrisch: (x,y)ER = xSy o=
(y,x)ER = ycx I
R ist transitiv: X, y)ER = xC
Ey )z;))ER - y;g xSz = (x,z)€ER

R istlinear: Sei xéNund yeN = xSy oder ySx
= (x,y)eER Vv (y,x)€R

0=<1=<2=<3<4<5..

1.4 Abbildungen

Definition
M und N seien Mengen.

Eine Relation f zwischen M und N heifit eine Abbildung (oder Funktion) aus M in
N ,inZeichen f:M — N ,fallsgilt: (x,y)efund (x,y')ef = y=y'

und: Fiir alle x€M existiertein yEN mit (x,y’')ef
y heiBt auch das Bild von x ,inZeichen y=f(x) . x heift Urbildvon y .
M heiBt Definitionsbereich, N der Wertevorrat.

Beispiel
M={1,2,3,4,5,6], N={a,b,c,d, e}
Betrachte Relation zwischen M und N .

a b c d e
1 X
2 X
3 X
4 X
5 X
6 X

1. Mengen, Relationen, Abbildungen
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f ist Abbildung zwischen M und N
in jeder Zeile genau ein x

Beschreibe f durch Wertetabelle:
xXEM 1 2 3 4 5

yEN a a b c d
Pfeildiagramm:

1:/_/:»&1
2 .__,,,,—-————-""'*" b
3 C

4 d
> e c
6

Definition

f:M — N sei Abbildung.

m  / heiBt surjektiv, wenn eszujedem y€N ein xeM gibtmit y=f(x)

m  / heiBtinjektiv, wenn gilt: f(x,)=f(x,) = x,=x,
m [ heiBt bijektiv, falls f surjektiv und injektiv ist.

Beispiel

da

le— .92 1
2 b b
3 .2 c
i#qlr*’“’”“’#"' 3 od
4 =
surjektiv, nicht injektiv injektiv, nicht surjektiv

DNwWwN R
O 0 O o

bijektiv

1. Mengen, Relationen, Abbildungen
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Satz

M und N seien Mengen mit endlich vielen Elementen. Es existiert eine bijektive Abbildung
f:M—N<M und N enthalten gleich viele Elemente.

Definition
m M sei Menge. Die Anzahl der Elementein M heiBt Michtigkeit [M| von M
genannt.

n M und N seien unendliche Mengen. A und N heiBen gleichmachtig: < Es
existiert eine bijektive Abbildung f M — N .

Beispiel
M=N,N={0,2,4,6,8,...}=({xeN | x=2'k,k€IN}

f:M— N mit y=f(x)=2-x
f ist bijektiv, denn:

a) surjektiv: Sei y=2keN = x=k ist Urbild mit y= f(x)
b) injektiv: Sei y,=2:x,=y,=2-x,=2-x,=2x, = x;=x,
Beispiel
M=IN,N=R

Zeige: Die reellen Zahlen konnen nicht nummeriert werden.

Annahme: Es gibt Nummerierung des Intervalls 0<x<1 (x€R)

@) 0@49153...

@ o, 8@883?... => C = 0,8858...
® o, 55@33?--- ...taucht nirgends in
@ o, 115@)12... der Nummerierung auf!

- Angenommen C taucht an
- Stelle @auf

® N

= Cunterscheidet sich von Zahl an Stelle N in der N.ten Nachkommastelle.

= Ctaucht nirgends auf = Es kann keine bijektive Abbildung f:M — N geben.

1. Mengen, Relationen, Abbildungen
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Relation f zwischen M und N = Jedes x€M hat eindeutigen Partner yeN= f
heifit Funktion f:M—N .

f bijektive Abb.:

M N

Definition
f:M — N seibijektive Abbildung.

Dann existiert zu jedem y€N genauein x€M mit y= f(x) .Die Abbildung die jedem y
ihr Urbild x€M zuordnet heift Umkehrabbildung: f~':N — M

Beispiel
f:Z->N,x>y=f(x)=x"

f surjektiv? Nein, dennzu y=3 existiertkein x€Z mit x*=3
f injektiv? Nein,denn x,=2 und x,=-—2 liefern das gleiche Bild
y=4

Betrachte jetzt g:IN—"Quadratzahlen"={y€IN | y=k> k€]
x— g(x)=x"
g surjektiv, denn: Zu y=4k* gehort x=+k als Urbild.
g injektiv,denn: y,=y, = ki=k; = k,=k, (dak,, k,€N)

=g bijektiv!
= Es existiert Umkehrabbildung g~':Quadratzahlen = IN, y=k*> —» k€N

Definition
f:M—N und g.:N—X seien Abbildungen.

Die Abbildung gof : M — X mit (gOf)(ng(f(x)) fir x€M heifit Kompositionvon f und
g .

Beispiel
f:R->R,x— f(x)=2x—1
g:R->R,x—>g(x)=x"
Bilde gof :R—R,(gof),=g(f(x)=g(2x—1)=(2x—-1)’

1. Mengen, Relationen, Abbildungen 14
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Satz
f:M—-N,g:N—X,h:X—Y seien Abbildungen.
i. Fiir die Verkniipfungvon f , g und h gilt: ho(gof)=(hog)of

ii. Sind f und g Dbeide bijektiv, so istauch (gof’) bijektiv und es gilt
(g0f "=/ 0g™

Beispiel
f und g wie oben sind bijektiv.

y=f(x)=2x—1 = xz%l - fRoR,y—¥L

y=gx)=x" = x=y = g'RoR,y-y

= (7 og )= s (g )= ()=
(gof)(x)=(2x—1)3=y=2x—l=3/; = x=%/;2+1
= (gor )= 2L

1. Mengen, Relationen, Abbildungen
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2. Gruppen und Korper
2.1 Gruppen

2.1.1 Operationen

Definition
M sei Menge.

m Eine Abbildung f:M XN — M heiBt Operation auf M . Wir schreiben statt [ (a,b)
haufig axb .DasSymbol #* heiBt (bindrer) Operator, ¢ und b heiBen
Operanden.

m Giltfiralle a,beM :axb=bxa heiBt der Operator kommutativ.

m Giltfiralle a,b,c€EM :(axb)xc=ax*(bxc) heiBit der Operator assoziativ.

Beispiel

i. M=N, f:INXIN->IN,(a,b)—a+b
+ ist assoziativer und kommutativer Operator auf IN

. M=Z,f:ZXZ—-Z,(a,b)—>a—b
— ist nicht kommutativ: 3—2#2-3
— ist nicht assoziativ: 3—(2—1)#(3-2)—1

2.1.2 Gruppenaxiome

Definition
M sei Menge. * eine Operation auf M .
Das Paar (M, * ) heiBt Gruppe, wenn gilt:
(1) % istassoziativ

(2) Esgibtein e€eM ,sodassfiiralle xeM gilt: x*e=e*xx=x
e heiBit neutrales Element.

(3) Zujedem x€M gibtesein x'epM mit: xxx '=x'kx=e
x ! heiBtdaszu x inverse Element.

Beispiel

i. (INy,+ ) istkeine Gruppe.
+ ist Operation + ist assoziativ e=0 istneutrales Element bzgl. +
Findezu 3 inverses Element 3™' mit 3+37'=0 é
= s existiert kein inverses Element zu 3

2. Gruppen und Kdérper 16
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ii. (Z,+ ) bildeteine Gruppe mit e=0 und a '=(—a) fir a€Z
(Z, ) ist keine Gruppe: - ist assoziative Operation auf Z mit e=1 ,aberzu
x=2 existiertkein x~' mit x-x7'=1
o1
(Q\ [0}, - ) ist Gruppe beziiglich - mit e=1 .Zu x€Q\{0] ist x 1=; inverses

Element.
(Q,+ ) ist Gruppe mit e=0

Bemerkung
(M ,*) sei Gruppe.

Ist * kommutative Operation, so heif3t (M ,* ) abelsche Gruppe.

Satz
i. In M existiert genau ein neutrales Element e .
ii. Firalle x€M existiert genau ein inverses Element x~'

iii. Firalle a,b€M besitzen die Gleichungen a*x=b und y*xa=b -eindeutige Losungen
X, yEM .

iv. Kiirzungsregel: a*c=bxc = a=b furalle a,b,ceM .
v. Firalle aeM ist (a7')'=a

vi. (a*b)_lzb_'*a_] firalle a,beEM .

Beweis
1. e, und e, seien zwei neutrale Elemente.
= x*e,=Xx VYV xeEM =e xe,=e, }
. e =e
Ausserdem gilt: e *x=x VxeM=e *e,=e,§J '

ii. Zu x€M seien x ' und (x_l)’ invers:

> (x7) =ex(x7) = (x rx ) (x7) =k (rr (x7) )= e =

iii. Setze x=g 'xb .Einsetzen: a*(a_l*b):b

(axa " )xb=b
exb=b
b=b

Setze analog y=hb*qa -

iv. Einsetzen a=b = bxc=b*c

Vo (@ mamase=ax(ax(a )= (axa (e =ex () = (a7

vii (a*b)*(b™"xa N=ax(bx(b”)xa)=ax((bxb ) xa )=ax(exa )=axa'=e

2. Gruppen und Korper
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2.2 Korper

Definition

Ein Tupel (K,+,- ) bestehend aus einer Menge K und zwei Operationen +,- heiBt ein Kérper,

wenn gilt:

[ (K ,+ ) istabelsche Gruppe. Wir bezeichnen das neutrale Element bzgl. + mit 0 .

(K\[0},-) ist Gruppe. Wir bezeichnen das neutrale Element bzgl. - mit 1
[ 0-a=0 firalle a€kK .
Distributivgesetz a-(b+c)=a-b+a-c

| |
Beispiel
i. (Q,+, ) istKorper.
ii. (R,+,-) istKérper.
iii. (C,+,-) ist Korper (siche spiter).

iv. K=[0,1] .Definiere + und - auf K .

+ 1 1
0 1 0 0
1 1 0 1 1

1) (K,+ ) istabelsche Gruppe: + ist assoziative Operation mit e=0
Inverses Element: (~'= 0, 17'=1

2)  (K\[0],-) istGruppe: K\[0]=[1], e=1, 17'=1
3)  0-a=0 firalle a€{0,1}
4) Zeige: a-(b+c)=a-b+ac Va,b,ceK

nach Multiplikations Tabelle.

1. Fall: a=0=0-(b+c)=0 nach3)
=0-b+0-¢c=0+0=0
2. Fall: a=1: 1:(b+c)=b+c

=1-b+1-c=b+c

Bemerkung

Bezeichne K ={0,1} auchals GF(2) (Galois-Field)

Allgemein K ={0,1,..., p—1}=GF(p) (p eine Primzahl)
Endliche K&rper
Man kann zeigen: Bei passender Multiplikation und Addition

bilden alle GF(p) Korper.

2. Gruppen und Korper
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2.3 Komplexe Zahlen

2.3.1 Motivation
Losung von: x>+1=0 . Es gibt keine reelle Zahl mit x*=-1

Deshalb: Definiere i als Losungvon x*=—]
Um rechnen zu konnen, betrachte Zahlen der Form a+bi ,wobei a,beR

Definition
Die Menge C der Komplexen Zahlen hat die Form
C={z=a+bi | a,beER,iLdsung vonx*+1=0|
a heiBt Realteil von z,b heillit Imaginarteilvon z .
Diezu z=a+bi konjugiert komplexe Zahlist Zz=a—-bi .

2.3.2 Graphische Darstellung

Identifiziere z=a+hbi mit dem Zahlenpaar (a,b)= Stelle z dar als Punkt in
zweidimensionaler Ebene.

x -Achse & Realteil , y-Achse < Imagindrteil
z=3+2i, z=3-2i GauB'sche Zahlenebene

lz|=V32+2%=V13

Definition

Fiir z€C setze |z|=+yRe(z)+Im’(2)

Der Winkel ¢ , den der Pfeil zum Punkt z in der Gauf3'schen Zahlenebene mit der positiven

x-Achse einschliesst, heiit Argumentvon z(arg(z)) .Esgilt

—mt<arg(z)<m Sin(arg(z)):%’ COS(arg(z))zRT | z)

Bemerkung
Im (z)=sin (arg(z))|z, Re(z)=cos(arg(z))l|
= z=l|z|-cos(arg(z) +z |z|-sin(arg(z))
=|z|(cos(arg(z)))+i-sin(arg (z))

Trigonometrische Darstellung von z

|zl und (z) heiBen auch Polarkoordinaten.

2. Gruppen und Korper
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Beispiel
542 4
. z=1-4i =l]=V17 A
sin (¢ )=—%=—0,9701 0.8 -/~
V17 AR
= p=—1,33 b
(”_’n: ”””” ! i 1 1 : \I
| —— : -m _ &L T =
F G A )
\
\\J?w
L. z==3+4i, |z[=V25=5 Im
- 4 4 —<arg(z)<m
sin(p=g=0,8 * 2 &
Re
=0,927 —-0,927~221=
Taschenrechner: © Benutze: ’ arg(z)
2.3.3 Der Korper der Komplexen Zahlen
Addiere Komplexe Zahlen:
Z\ =X, +iy, _ .
2,=x,+iy, } =z, +z,=x,+x,+i(y,+,)
Re(z,+z,) Im(z,+z,)
Multipliziere Komplexe Zahlen:
21=x1+i)’1 =7 2. =X, X +ly Yy gehtnlcht
Z,=x,+iV, 1“2 AT,

Multipliziere z,=3, z,=—=5i = z,-z,=3-0+i-0-(=5)=0 é

Alternative Multiplikation
Multiplikation fiir Komplexe Zahlen:
z=x,+iy, } z:z2,=(x, +iy, ) (x,+ip,)
Z,=X,F iy, =X XTI Y, T =Y Y,
=(x, X,=y, ¥,)+i(x, y,+y, x,)
(K \{0},-) istGruppe!

2. Gruppen und Korper
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Definition

Auf der Menge C der Komplexen Zahlen werden Addition + und Multiplikation wie
folgt definitert:
Fir z,,z,€C setze Re(z,+z,)=Re(z,)+Re(z,)
Im(z,+z,)=Im(z,)+Im(z,)
Re(z,-z,)=Re(z,)-Re(z,)—Im(z,)-Im(z,)
Im(21Zz):Re(Zl)Im<22)+Re<22)'Im Z]
Satz
(C, +, ) istKorper!
Beweis
i. (€, + ) istabelsche Gruppe mit neutralem Element 0=0+i0
ii. (C\{0}, ) istGruppe: - istOperation - ist assoziativ
Neutrales Elementist 1=1+0-/ , denn:
Sei z=x+iy
= 1-z=(1+0i)(x+iy)
=1-x+1~iy+0-ix+0-i2y
=x+iy=z
Suche jetzt inverses Element z™' zu z#0
. 11 1 xX—1iy xX—1iy x—=1y
"Schmieriiberlegung": z =—=—""-= X N =
sHns z oxtiy (xHy)(x—iy) Ceiprtix—ityt X4y’

> Re(z')=—2—, Im(z7")=—2
x2+y2 x2+y2

iii. 0-z=(0+0i)(x+iy)=0-x+iy0 +ix0+i*0y=0+i0=0
iv. Distributivgesetz:
Zeige z,(z,+z3)=z,z,+z, 2z, [siche Ubung!]

Beispiel

i z,=3+41, z,=-2-2i

i. z,+z,=(3=-2)+i(4-2)=1+2i

iii. z,z,=(3+4i)(-2-2i)=—6—-6i—8i+8=2—14i
o1 3-41_ 3 4 .

Ve S T34 T 9+ 16 25 25
Z,_ 3 4. -6 6. 8. 8 —l14 2
(N, U, 13 Y S ) el S R S St e S
S ~aa = 57250725 251 25725~ 25 125!

2. Gruppen und Korper



Diskrete Mathematik Skript SS05/WS05

3. Lineare Gleichungssysteme

4x+12=34 |-12

1

4x=22 —

X |4
.l
2

Allgemein: Suche Losung immer in Korpern!

3.1 Beispiele

3.1.1 Beispiel 1
X, +2x,+2x,=3 = x,+1-2=3 = x,=4
8x,+ x;,=3 = 8,—1=3 = x2=%

_4X3:4 = X3:_1

3.1.2 Beispiel 2
x,+x,=0 = 0

-x,—x,=0 = x,=-—x,

Losungen sind {(x,,x,) | x;=A,x,=—A,A€K beliebig}

3.1.3 Beispiel 3
X+ x,=3 = x+1=-x,=3 = 1=3é
2x,+2x,=2 = x,=1-x,

Keine Losung!

3.2 Das GauB — Verfahren

Definition

Ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und #n-Unbekannten x,,Xx,...x, hatdie
Form

a,x,ta,x,+...+a, x,=b,

In"n

Ay X Fay Xyt +ay,x,=b, —> Abb. 1

x,ta,,x,+t...+a, x,=b

mn n m

a

ml

wobei a; fir 1<i<m, 1<j<n Elemente eines Korpers K sind (und auch die b, fur
1<i<m ).
Die a; und b, heiBen die Koeffizienten des Systems.

3. Lineare Gleichungssysteme 22
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Sind alle b,=0 heiBt das System homogen, sonst inhomogen.
Ein n-Tupel(x,,x,,...,x,) mit x,€K heift Losungvon Abb.1 ,fallsdie x, alle
Gleichungen erfiillen.

Satz
Die Menge der Losungen von Abb. 1 andert sich nicht, falls:
«  Gleichungen vertauscht werden
Gleichungen mit Konstanten #0 multipliziert werden "elementare Umformungen"

+ Eine Gleichung zu einer anderen addiert wird

Satz
GauB — Verfahren

Ein lineares Gleichungssystem der Form Abb. 1 lasst sich durch elementare Umformungen auf
Dreiecksform bringen, falls m=n

Beweis

i. Multipliziere 1.Gleichung mit a7,
(IF (a,==0) THEN
{
Suche a@; mit a,;/=0
Vertausche Gleichung1 mit Gleichung i
)

ii. Fiir alle Gleichungen mit a ;70 tue folgendes:

{

- Multipliziere 1. Gleichung mit (—a;,)
-Addiere Gleichung1 auf Gleichung i
¥

Gleichung hat jetzt das Aussehen:
l-x,+d,x,+...+d},x,= b,

ApXyt. iy x,=b, ( n—1 Gleichungen, n—1 Variablen)

~

blau _¥F | ayx,t..+a,x,=b,

= Fahre fort mit blauem System und a5, als Startelement!
Nach n—1 Schritten:

1X1+a~12xZ+...+a~inxl‘I:bl 1
P Dreiecksform!
¥ty " & mit a“lje[O,l} fir i=2

a3y X3 +ad5, x,=b,

“od ox =b

nn-"n n

3. Lineare Gleichungssysteme 23
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Bemerkung
i. Falls alle diagonalen Elemente =1 = es existiert eindeutige Losung.
ii. Falls d,=0 und 5,#0 = keine Losung!
Falls @;=0 und b,=0 = mehrere Losungen!

iii. Falls m>n
lx,+...+d,,=b,

ann'xn:bn
a x,=b . . .
et Ln S nkl = Falls alle Gleichungen gleich Aussehen = siehe
"Falls m = n", sonst: keine Losung!
aﬂ’lﬂ xl’l = bm

iv. Falls n>m
I x,+d,x,+...+d,x, bl
Ay Xyt +a2n n bz
w Xt ta, x, = b

Falls alle cf,»i—l = mehrere Losungen, sonst: betrachte b~,» .

Beispiel
i. x,+2x,+2x,=3  |(=1) |«(-2)
x,4H4x,+3x,=6 <«t
2x,—2x,—3x,=1 -
X, +2x,+2x,=3
1
2x,+x,=3 e
Xy T X3 | 5
_6X2_7X3:_5

X, +2x,+2x,=3

3

x2+;x3 |-6

— 6%, = Tx,= —5 <7

x,+2x,+2x,=3 = x=1
1 3
STy 2 x,=2

2
_4X3:4 = .X3:_1

x,+

3. Lineare Gleichungssysteme
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ii. X, +2x,+2x,=3 |3 |(=2)
—3x,—6X,—5x,=—8 €«
2x,+4x,+4x,=6 <«

x,+2x,+2x,=3
0x,+x,=1
0x,+0x,=0

x1+2X2+2X3=3 = X1=1—2)\
0x,+0x,=0 = x,=A
Ix;=1 = x;=1

= Losungsmenge: L={(x,,x,,x;) | x;=1,x, beliebig €K, x,=1-2x, |
ii.  x,+2x,+2x,=3 |-(=1) |+(=2)
X, +2x,+4x,=1
2x,+4x,+2x,=2 <«

x,+ 2x,+2x, =3
0x,+0x,+2x;, =-2 = 0x,+4=-2 = 0x,=-6 f
0x,+0x,+(—2x,)=—4 = x,=2

Keine Losung
3.3 Matrixdarstellung

3.3.1 Matrizen

Defintion

Eine (mXn) Matrix A4 iiber einem Korper K ist ein rechteckiges Schema mit m Zeilen und
n Spalten:

a;; 4ap a,

a a e a .
A=|"2 22 ' m | mit aijEK

am] am2 amn
Bemerkung

Beschreibe lineares Gleichungsystem vollstindig durch die erweiterte Koeffizientenmatrix

3. Lineare Gleichungssysteme 25
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Elementare Umformungen:
Gleichungen vertauschen < Zeilen in Matrix vertauschen
Gleichungen mit Faktor multiplizieren < Zeile mit Fatkor multiplizieren
Gleichungen addieren < Zeilen addieren

Dreiecksform fiir Gleichungssystem <> Matrix hat obere Dreiecksgestalt:

a,, a, .. ap,
A= Doay

0 SO

0 0 .. a

mn

Definiere Rechenoperationen fiir Matrizen:

Definition

m Sind 4 und B zwei (mXn) Matrizen, so ist ihre Summe A+ B gegeben durch
(A+B);=a,+b,

m Ist 4 eine (mXp) Matrixund B eine (pXn) Matrix, so istihr Produkt A4-B
D
gegeben durch (A~B)ij=2aikbkj(lsi3m, 1<j<n)
T k=1
(A-B ist (mXn) Matrix)

Beispiel
4 3 1 3 1 0
i A=|-1 0 1|, B=|2 -1 0
2 1 2 1 1 1
7 4 1
A+B=|1 -1 1
3 2 3
124+6+1 4-143-(=1)+1-1 4-04+3-0+1-1
A-B={(=1)-3+0-2+1-1 (=1)-140:(=1)+1-1 (=1)-04+0-0+1-1
2:3+1-2+2-1 2:14+1-(=1)+2-1 2:0+1-0+2-1
19 2 1
=[-2 0 1
10 3 2
-2 0 1
i, A=(_31 : ;) B={3 1 0
0 —4 2
A-B=0 -2 5
2 =12 5

3. Lineare Gleichungssysteme
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Bemerkung
X b,
Fasse X = x? und B= b,z als (nXx1) (bzw. (mXx1) ) Matrix auf!

x b

n m

A sei (mXn) Matrix = Produkt A-X istbildbar.
A ist (mXx1) Matrix.

n
(A'X)1:zalk'xk:anx1+a12x2+---+a1nxn =b,
k=1

n
(A'X)2=Za2k‘xk=(121X2+azzx2+...+a2nxn =b2
k=1

(A4-X),=> a,x,=a, x,+a,x,+..+a, x, =b,

mn " n
k=1

A sei Koeffizientenmatrix eines LGS.

> X=4""B I?

Fragen: Wann existiert 4~' ? Wie bestimmtman A~' ?

Bemerkung
Aussehen der Einheitsmatrix £ .
A sei (mXn) Matrix —» A-E=4
7 AN
(mxn) (nXn) (mXn)
Bilde jetzt E-A=A
(nXn) (mXn)

Satz

Eine (mXn) Matrix kann nur dann eine inverse Matrix besitzen, wenn m=n

Satz
ist neutral bzgl. Matrixmultiplikation mit (nXn)

Die (nXn)-Matrix E=

Matrizen.

3. Lineare Gleichungssysteme
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Beweis
a;; dp a,

A= : sei (nXn) Matrix. Zeige: A-E=A4
an[ anZ ann

n
(A'E)z‘z:z dypey=a;€;=4;
k=1

Apey=d;€
0 fiir k#j
1 fir k=

3.3.2 Inverse Matrizen und Determinanten

Im Folgenden betrachte nur noch (nXn) Matrizen.

Beispiel
n=2
-1
ayx,tapx,= b a .. . . . a,, a;,\ ... .
#1222 e Existieren eindeutige Losungen < A= "' 712] ist invertierbar.
ay X, +a, x,= b, ay dp
Appdy 4y Qyp—dpdy
a, b Ist a,,— = #0
xl+a—x2—a— | .(_aZI) a“ a]]
11 11 . . . .
O Xt do x=b So ist System eindeutig l6sbar.
AR =0 @1y, dyy—dyay, | 70
ap _b]
x,+ X,=—
an ap
apdy —b a b,
Xp|llp— =0,
1 ap
Definition
all o aln
A=+ . | sei (nXn) Matrix.
an] ann
m Fiir n=2 heit detA=a, a,,—a,a,, Determinantevon A
.. . 1+
| | FUI' }123 helﬁt deZA=Cl11del‘A“—audetAlz-l'...—...+(—1) nalndetAln

Determinantevon 4 ,wobei 4; die (n—1)X(n—1) Matrix bezeichnet, die aus 4
durch Streichen der i-ten Zeileund j-ten Spalte entsteht.

3. Lineare Gleichungssysteme
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Bemerkung
Man schreibt auch
Beispiel
ay dp
n=3: \|a, a,
as; dj

aj
det A=| :
anl
ai;
_ a;
Ayn|=dy”
as
as;

as;

ds;

_alz.

as
as;

as;

33

+a;

as
as;

a,
as

:all‘(azz a33—a23a32)—a12-(a21 a33—a23a31)+a13~(a21 asz_azza31)

a1 dyds—

(nur fir n=3/ ) Regel von SARRUS

=4, dya—
Merkregel
+ o+ 4 -
a; 4y A all
as a22Xa23 a21
a, a32xa33a
Beispiel
2 0 1 O
0O -1 0 3
0O 3 =21
3 =2 -1 4
7.1 -2 1
-1 4

=2:(=(=8+1)+3(=3—4))+(=3+3(=9))=2:(7=21)+(=30)=—

Satz

ap

ay

ds;

-1 0 3
203 =2 1
-2 -1 4
3 =2 n
-2 -1

1\

0 1
3 4

+3

0
3

3
-2

A58y A3t A Ay 05101530, 05—

)

= A, apaytapayay,tasa,as—

A sei (nXxn) Matrix. Fiir die Berechnung von det A gilt:

A3y, a3y

Q130505

58

—d 1 dypas

—dp0, 03

i. Multipliziert man eine Zeile von A4 mit einer Konstanten #0 , multipliziert sich auch
det A mit diesem Faktor.

ii. Vertauscht man Zeilen oder Spalten von A

, andert det A das Vorzeichen.

iii. Bei Addition von Vielfachen einer Zeile zu einer Anderen andert sich det A nicht.

3. Lineare Gleichungssysteme
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Beispiel
1 2 3 4 |[CD] 1 2 3 4
5 6 7 8|<f_|4 4 4 4 ]+ 5
-21 =22 =23 =24 —21 =22 =23 =24 ]+
-1 4 36 5 -1 4 36 5
1 2 3 4 0 0 0 O
_ |4 4 4 4] _ |4 4 4 4,
0 0 0 0 1 2 3 4
-1 4 36 5 -1 4 36 5
Definition

m FEine (nXn) Matrix 4 mit det A#0 heiBt regulér.
m Eine (nXn) Matrix 4 mit det A=0 heiBt singulér.

Satz

Reguldre Matrizen A besitzen eine inverse Matrix 4~' mit 4-A"'=4""A=E

Folgerung

Die reguldren (nXn) Matrizen bilden eine Gruppe beziiglich Matrixmultiplikation.

Bemerkung

Die reguldren Matrizen bilden auch Korper beziiglich + und Matrixmultiplikation.

3. Lineare Gleichungssysteme
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4. Vektorraume

4.1 Vektoren im Anschauungsraum

4.1.1 Punkte im R®

7 M.

Identifiziere Punkt » im IR’ mitseinen 3 Koordinaten.

X,y,z: p

N =

\________
wy

/

y

Operationen mit Spezialvektoren:

AXx
m  Multiplikation mit Zahl A€R: A-p=|A| "Verlingern/Verkirzenvon 7 "
Az
X, X, x,+x,
m  Addition von zwei Vektoren p=|y |, ¢=|y,|- Ptq=|y,+y,| "Aneinanderfliigung

Z, z, z,+z,
von Vektoren".

Satz

Die Menge der Vektoren des IR’ bildet eine abelsche Gruppe beziiglich + mit neutralem

0
Element 0=|0
0

4.1.2 Geraden- und Ebenengleichung

Z1T Fiiralle ¥€g gilt: X—p=A-V, A€R,V fester Vektor
(Richtungsvektor).
. Geradengleichung
P = X=p+AV mit p€g, ¥ Richtungsvektor von g A€R!
H“““m%\ N "
x“*m% ]
y Gerade g

4. Vektorraume
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Beispiel
1 -1 3
i g X=[0|+A[ 3 Liegt p,=|—6| auf g ?
2 0 2
3 1 -1 2=—A = A=-=-2
Einsetzen —6|=[0]F+A| 3 | = —6=3A > A==2
2 2 0 0=0

0
= P, liegtauf g ,liegt [52=(4 auf g ?

2
o\ (1) (-1 —l=-A = A:14
Einsetzen 41=|0]|+A| 3 = 4=3x = A=§ = p,&g
2 2 0
0=0
_ 1 -1
ii. & xX=[1|+A|[ 2 | Schneidensich g, und g, ?
1 -1
_ -1 0
g x=| 0 |*Tufl
-1 0
1 -1 -1 0
Gleichsetzen: L[+Al 2 |=[ 0 |Fu|1
1 -1 -1
“A+Q0u=-2 = A=2
Komponenten: 2A—u=—1 = u=>5
“A+Q0u=-2 = A=2
1 -1 -1
= g, und g, schneidensichin |1|+2 =[5
1 -1 -1

Ebenengleichung

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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Beispiel

1 1 1
E:%=|1|+A[0|+u[1| ; Komponenten: x=1+A+u = x=1+(z=1)+(y=1)=y+z-1
1) \1) o y=1 4w = p=y-1
z=1+A = A=z—-1

Beispiel
Schnittpunkt Gerade/Ebene

1
E: X +Alo|+u
1

O = =

—_— N W e a

1
g X +yl 2

-2
Gleichsetzen: 3+y=1+A+u Atpu—y=2 |-(=1)
2+2=1 +u = u—=2y=1 n
1-2y=1+A A +2y=0
Atpu—y=2
pu—=2y=1
—u+3y=-=2
Atu—y=2 = A=2
u=2y=1 = u=l1
y=-1
Setze y=—1 in Geradengleichung ein.

2
= Schnittpunkt =| 0

3

Definition

X 1
X=|x,| und V=|y,| seien Vektorendes IR’ .DasSkalarproduktvon ¥ und 7 ist
X3 Y3

definitertals X-V=x,y,+X,),+X; ¥,

Satz
Esgilt % p=|%7|-cos(x%,7)

4. Vektorraume
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"Beweis"
4y y
C __________________ 1 = a #: b
: ) (0) g ()
; b
; COS(P =757
| 5
! X-y=a-b=a-cos | y|=[x|- cos p|7|
1
1
EPL 5t ! >
X b X
Folgerung

Stehen X und 7 senkrecht aufeinander, soist X-y=0 .

Satz
PYTHAGORAS

Fiir die Katheten a,b und die Hypothenuse c¢ eines rechtwinklingen Dreiecks gilt
2 2 2
a+b=c

Beweis

[&’l=[a"l+p7
Satz

HESSE'SCHE NORMALFORM
E seiEbenein IR’ und 7 einVektorder Linge 1 ,derauf E senkrecht steht (so

-

genannter Normaleneinheitsvektor). Dann gilt fiir jeden Punkt X der Ebene: 7-X=d ,

wobei d Abstandvon E zum Ursprung ist.

4. Vektorraume
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Beispiel

1
E:x=|1|+A
1

- 1
&S X _1 =—

e

X—X, liegtin E

= 7(X—x,)=0 = "AX=hXx,
Da X, beliebiger Vektor €F
= n-X,=const

Berechne die Konstante:

Wahle spezielles X, , dass man erhilt, wenn man
7i verlangert und mit E schneidet
A%, =(dR)=dnh=d [n=d

——
=1

—_— O =
_'.
=

O = =
~
o
o
L]
=7
=]
=
]
=8
o
=]
=
~
@.
¢
=
)
@)
o
]
=]
b

= Abstand von £ zum Ursprung.

4. Vektorraume
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4.2 Vektorraumbegriff

Im R®

Vektoren konnen addiert werden — abelsche Gruppe beziiglich +
Vektoren konnen mit Zahlen multipliziert werden.

4.2.1 Definition eines Vektorraums

Definition

(V,+ ) seiabelsche Gruppe mit neutralem Element 0 .
V' seiKorperund - : KXV —V eine Abbildung.

Dann heiit V' Vektorraum iiber K, falls gilt:

(V1) (A4u)v=A-v+u-v
(V2) A-(w+9v)=Au+Av | fiiralle A,uek
(V3) A(u-v)=(A-p)-v | fiiralle u,veV
(V4) 1-v=v
Beispiel
X
i. V={|y| |x »,zeR}=R’ ist Vektorraum iiber R .
z
X AXx
(VV,+ ) abelsche Gruppe c o RXV =V, (A y )2 Ay st
z Az
Abbildung, weise (V1) bis (V4) nach:
x\ [(A+p)x| [Ax+ux)| [Ax)| [ux x x
(ve) (A+)V=A+u) |y |=|(A+p)-y [F[Ay+uy S| Ay [Hluy [FA y [TH|
z (A+pu)z Az+puz Az Uz z z
X
(V2) ?\(i["i‘i;):)\( Y + yz +7\ y2
Zy
px ?\ux /\u) x
(v3) AMHV)=A iy 1=(apy |5 (Ap)y [FAR) ]y
Uz Auz (Au)z z
_ X 1-x X
(V4) Lv=I{y|=|1y|=y
z 1z z

4. Vektorraume
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v.

(V1):
(V2):
(V3):
(V4):

V={ x,2 | x;€R}R" st Vektorraum iiber R .

V= )fz | x,€K} ist Vektorraum iiber K ,falls K Korper.

V =(Menge der (nXn) Matrizen iiber Kérper K| ist Vektorraum iiber K , denn:
Identifiziere Matrix mit Vektor des K" .

=(f | fist Abbildung R—IR| ist Vektorraum iiber R
Definiere + wund - : (f+g)(x)=f(x)+g(x)
(A-f)(x)=A-f(x)

=(F,+ ) istabelsche Gruppe (Beweis: Ubung)
und - : FXK—F ist Abbildung (klar).

(A4 p)- ) (x)=A+p)- f(x)=A- f(x)+pf (x)=(A f+u f)(x)
(A-(f+g))(x)=A-(f+g)(x)=A-(f (x)+g(x))=A-f(x)+A-g (x)=(A f+A g)(x)
(A-(u- ) )=A (e f)(x) =2 f ()= (A-p)- £ (x)=((A-p)- £ )(x)
(1-f)(x)=1-f(x)= 1 (x)

4.2.2 Dimension und Basis

Definition

- -

V' seiVektorraum iiber K . V,V,...,V, seien Vektoren €V .

m Fiir Zahlen a,a,...,a,€K heiBtdie Summe a,V +a,v,+...+a,v €V
Linearkombinationder v .
m Die V, heiBen linear abhéngig, falls es eine Zahlenkombination «, a,...,a €K gibt,
wobei mindestens ein @;#0 ,sodass a,V,+a,V,+...+a,v,=0 .
m Die V, heien linear unabhanglg, falls gilt:
avita,v,+...+a,v, =0 = a,=a,=...=a =0
Beispiel
, 1 -2
i. V=R> v,=|2|, v,=|-4
3 -6

V).V, sind linear abhéngig, denn: 2-V,+V,=0
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N A Y LA R LU
ii. V=R" vi=lof, v,=[3] vi=[1
0 4 5
Ansatz: a,v,ta,v,ta,v;=0=
2a, + 0a, + 0ay, = 0
1
3a, + la; = 0 |—=
a, a; | 3
4a, + 5a; = 0
2a, + 0a, + 0ay, = 0
a, + l_az =0 [(-4)

3

4a2+5a3=O<J

2a, + 0a, + 0a; = 0 = a,=0
a, + lgas =0 > a,=0
11

3a3=02a3=0

—

= vV, v, V; sind linear unabhéngig

Bemerkung

a
. — — . . . . — — — 2 -
1. vV, und V, seien linear abhingig: a,v,+a,v,=0ev =— - v,
1
= ¥, und V, unterscheiden sich durch konstanten Faktor.

= v, und V, liegen auf derselben Geraden durch Q .
ii. v, v, v, seienlinear abhéngig: a Vv +a,v,+a;V;=0
- __ -1 — —
vi=a, (—a,V,—a;¥,)
= V,=c,v,tc,v; mit ¢; c,=const.

Ebene.

= a,=a,=...a,=0: Vv, v,...,v linear unab-

héngig (sonst: linear abhingig).

V) liegtindervon V, und V, aufgespannten

4. Vektorraume
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Folgerung

i. Der Nullvektor ( istlinear abhingig.

ii. Sind die Vektoren V),...,V, linear abhingig, dann auch jede Menge von Vektoren, die
V] IR ‘7, enthélt.
Definition

Gibt es eine maximale Anzahl linear unabhingiger Vektoren in einem Vektorraum JV , so heifit
diese Maximalzahl Dimension von V . Gibt es keine Maximalzahl, so heit
unendlichdimensional.

Beispiel
1\ [0} [O
i. IR® ist 3-dimensional : |[O|,[1].{|0| sind 3 linear unabhingige Vektoren, also
0/ \0/ \1
dimR* =3

Seien nun V) v, V3 V, irgendwelche Vektoren des R’: Ansatz:
a,v,+a, v, av,+a,v,=0
3 Gleichungen, 4 Unbekannte = Eine Unbekannte bleibt frei wahlbar
= V,,...,V, linear abhangig
= 3 ist Maximalzahl linear unabhingiger Vektorenin R’
ii. IR" ist n-dimensional (n>1)
iii. K" ist m-dimensional ( K Korper)
iv. F=[f | f ist Funktion R—IR} istunendlichdimensional.
Annahme: Es gibt eine Maximalzahl N von linear unabhéngigen Funktionen.
Zeige: Die Funktionen f,(x)=1, f,(x)=x, f,(x)=x> ..., f,(x)=x" sind linear
unabhingig, denn:
a, fo(x)+a, f,(x)+...+a,f,(x)=0  «Nullvektor

Ansatz: "
apta; x+...+a,x =0 < Zahl Null fiir alle x€R

Definition
V' sei Vektorraum der Dimension n und V|V, ...,V, linear unabhéngiger Vektoren. Dann ist
die Menge B={V, V,...,V,] Basisvon V .

Folgerung

B ={\7’1’ Voenes V,] Basisvon V ,ldsstsichjeder VEV auf genau eine Weise als
linearkombination der V, darstellen.

- -

v,V linear abhidngig = Esgibt ¢,€K mit a0§+a117'1+...+an\7n=6

Vit+...+a,v)

denn: LV,
- -l
= V=4, (a,
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Definition

<

V' sei n-dimensionaler Vektorraum iiber K mit Skalarprodukt. Eine Basis B={171,..., i

heifit Orthogonalbasis, falls Vv, V,=0 fir i#v .

Gilt auBerdem fiiralle i : V;V,=1 ,soheift B Orthonormalbasis.

Beispiel
\ 1 0\ /0
Orthonormalbasisdes R :{0].[1].[0
0 1
Satz

Schmidt'sches Orthonormalisierungsverfahren

{ b, b2 l;n} sei Basis eines Vektorraums ¥ . Dann ist die Menge [V V,...,V,] mit

V,= ﬁ =b z .(1<i<n) eine Orthonormalbasisvon 7 .
U i

Beispiel

4. Vektorraume
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5. Lineare Abbildungen

5.1 Erste Eigenschaften
Definition

V' ,W seien Vektorrdume liber K . Eine Abbildung ¢ :V — W heiBt linear, wenn gilt:
@ (X+y)=@(X)+@(p) firalle X,y€V und @(A-X)=A-@p(X) firalle AcK,x€V .

Ist eine lineare Abbildung ¢ bijektiv, so heiBt ¢ Isomorphismus.

Beispiel

X
V=R*W=R>@:V-W,p % =(x+y+z) . @ istlinear, denn:

zy+z
+
@ e n 12 = x1+x2 _(xl+x2+yl+y2+zl+zz _[Xx,ty, +z n xX,+y,+z,
Yy Yol T V2™ -
le 222 le+222 zy,tzy,tz,+z, zy,+z, zy,tz,
X X,
=Pl T )
zZy Zy
X AX ) AxtAay+az Fy+ X
zZAy+Az zy+tz
z Az z

1
= @ linear, aber kein Isomorphismus (z.B. ®|1|=¢
1

V,W Vektorraume, @:V —W heiftlinear < ¢ (X

Beispiel

V' sei n-dimensionaler Vektorraum iiber K .
B=(V|v,...,V,] Basis = Jedes Y€V hat eindeutige Darstellung
X=xV,+x,V,*+...+x,7,

Xy

Definiere Abbildung: @V —K", ¥—¢(¥)= 2

5. Lineare Abbildungen
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X
@ istlinear -
y

:yl‘;»l +ynvn
Lo R R Xty
= @X+y)=@((x,+y)V+..+(x,+y,)V,)=|
x’l+yﬂ
X i R R
= |+ |FeG)+e(@)
Xy Yn
Ax, X,
AX=Ax Vi+..+Ax,v, = @QAX)=| : [=Al: [=A@(X)
Axi’l xﬂ
¢ istauch bijektiv = ¢ Isomorphismus!
R R X Y1
@ injektiv: Sei e¢(X)=@(¥) = |:|=|:
Xy Y
a
¢ surjektiv: Sei a'2 €K": Setze a=a1§1+...+an\7§,€V
a}’l
a,
= ¢(a)=|"
an
Damit gezeigt:
Satz

Jeder n-dimensionale Vektorraum iiber K istisomorphzum K" .

Definition
@:V—>W seilinear.

Die Menge Ker(p)=[3€V | @(%)=0] heiftKernvon ¢ .
Die Menge Im(@)={7€W | Es gibt X€V mit @ (X)=7]

Beispiel

X
(p:IR3—>IR2’ e|y =<x;)_;)—}k -;Z) @ ist linear (siehe oben).

5. Lineare Abbildungen
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Berechne Ker (p)=[{xeR’ | ¢(%)=0]
— ;C) ‘ (x—i—y—i—z):(O)
. zy+z 0
Lineares Gleichungssystem: x+y+z=0

y+z=0 = y=—§ Setze z=A€R beliebig

= y=-

A
z

U
=4
I
>
[S—

, A€R = Kernist Gerade durch 0 mit Richtung

TN = N

M1

Sei jetzt y=
Va2

—

)€|R2 beliebig. Gibtes ¥ mit ¢(x)=y=?

x+tytzi_(a | o .. ) )
( 2y+z ) az) lineares Gleichungssystem:
x+y+z=aqa,
a,—z
2y+z=a, = y= 22 , z=A€R beliebig
a,—z
= x=a,—A— >
. . " X - AQeR? > T ( )=|R2
= Esexistiert Losung | y| fiirjedes 4 m(p
z 2
Satz

@:V—>W linear,
Ker () istselbst Vektorraum, ein so genannter Teilraum von 7 .
Im () istselbst Vektorraum, Teilraum.

Definition

Die Dimension von Im(¢) heift Rangvon ¢ (abgekiirzt Rg(p) ).

Satz

@:V—>W linear.
dim (Ker (p))+dim(Im(p))=dimV

5. Lineare Abbildungen
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Beispiel

X , x x+2y+z
¢ R=R> @|y|=| 2x+y
z —x+y+tz

Berechne Ker(p) :

x+2y+z=0
2x+y=0
—x+y+z=0

3

x+2y+z=0 = x=§)\—)\=3 A

—3y+2z=0 = y=—%z, setze z=y = y=_§_/\

1
3
= x=A| 2| = dim Kerp=1
3
1

= dim Imp=3-1=2

Satz
@:V—>W linear.
Gilt dimV =dimW =dim(Im(p)) ,soist ¢ bijektiv.

5.2 Matrizen und lineare Abbildungen

5.2.1 Von Matrizen zu linearen Abbildungen

A sei (mXn) Matrix iiber K .
X

X=[ ] seiVektordes K" .Fasse ¥ als (nXx1) Matrix auf.
x

n

n

Z A Xy
k=1

Bilde Matrixprodukt A-X= 1; acti |le K"

n
Z amk'xk
k=1

= Definiere Abbildung ¢ ,:K"—> K" durch X—@ (X):=4-X .

5. Lineare Abbildungen
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Man kann zeigen ¢, istlinear.

Beispiel
1 2 3 0
A=|4 5 6| Berechne ¢,(x) fir x=|1
7 8 9 2
1 2 31\/0 8
p(F)=43=[4 5 6||1]|=[17
7 8 9/1\2

A(mXxn) Matrix = Konstruiere lineare Abbildung ¢ ,:K"— K" durch X—¢ ,(X)=4-X .

5.2.2 Von linearen Abbildungen zu Matrizen
@:K"—> K" seilineare Abbildung. B={Z;1,...,l;n} sei Basisdes K" .

= Jedes ¥€K" hat Darstellung x=ux, _'1+x252+...+x,,l;,, .
= @(X)=@(x,+b,+...+x,+b,)=@(x,+b,)+...+@(x,+b,)=x,¢(b,)+...+x,p(b,)

- -

= ¢ wird vollstindig durch die n Vektoren @(b,),...,@(b,)€EK" beschrieben.

Schreibe die n Vektoren nebeneinander als Spaltenvektoren in Matrix

A,=(@(b,)...p(b,))

Beispiel
¢ R ->R*

(O Y ——
I
—_

3+4+5\_(12
2-4+5 ) \13
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5.2.3 Folgerungen

Satz
@:K"—>K" seilineare Abbildung, 4, die dazugehorige Matrix.

m DerKernvon ¢ istdie Losungsmenge des homogenen Gleichungssystem A, X =0 .

m Der Rang ( =dim (Im ((p))) von ¢ istdie Anzahl linear unabhéngiger Spaltenvektoren

von 4,
Beweis
1. Klar.

@

i, A4,=(@..d,), ¢(F)=A4,%=A4, x b mit B=|b,,..., b Basis

= @(x)elm(¢) ist Linearkombination der Spaltenvektoren-
= dim ( Im((p)) = Anzahl der linear unabhingigen Spaltenvektoren.

Bemerkung

Die Anzahl linear unabhingiger Spaltenvektoren in einer Matrix A4 heift Spaltenrang von A4
Die Anzahl linear unabhangiger Zeilen in einer Matrix A4 heiit Zeilenrang von A4

Man kann zeigen: Spaltenrang = Zeilenrang.
Spreche deshalb immer nur vom Rang einer Matrix.

Satz
@:K"—K" seilineare Abbildung, 4, die dazugehorige (nXn) Matrix.
Dann gilt: ¢ invertierbar & A4, invertierbar & detA,#0 < Rang (4,)=n o

Das lineare Gleichungssystem 4, .¥=b besitzt eindeutige Losung X fiiralle p
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Beispiel
1 0 2
A=|0 1 =3 Berechne Rang A4
0 2 =2
1 0 2 T 1 0 2 1 0 2
1 1 =1 - =10 1 =3|l-c27 =10 1 -3
1 2 0]« 0 2 =2 J* 00 4

= 3 linear unabhingige Zeilenvektoren

= Rang A=3 = A invertierbar = ¢, invertierbarund Rang(¢,)=3
5.3 Eigenwerte und Eigenvektoren

5.3.1 Allgemeines

Definition
@.:K"—>K" seilineare Abbildung X K" heiBt Eigenvektorvon ¢ < @(X)=A-% mit
einem A€K . A heiit Eigenwert zum Eigenvektor X .

Bemerkung

Definiere analog fiir (nXn) Matrizen 4 : X ist Eigenvektor, falls A4-X=A-X .

Satz

Zu einem Eigenwert A existieren maximal 7 linear unabhiangige Eigenvektoren.

5.3.2 Berechnung

A sei (nXn) Matrix. Suche Eigenvektoren ¥ von A4: A-X=A-X=A-E-
= A-X—-AE-X=

= (A-AE)-¥=0
= Homogenes Gleichungssystem fiir X |,
nichttriviale Losungen, falls:

X
0

Satz

A sei (nXn) Matrixiilber K . A€K istgenau dann Eigenwertvon A , falls
det(A—AE)=0

Bemerkung
det(A—AE)=0 heiit charakteristische Gleichung der Matrix A4
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an—A ap iy
A-AE=| @ an—A o
a,, a, ... a,—A

= def(A—AE) istPolynom n -tenGradesin A (sog. charakteristisches Polynom).

Beispiel
n=4, K=R
2 0 0 0
o 2 0 o0
A_l -1 0 -1
2 =41 0
2-A 0 0 0
2-A4 0 0
det(A—?\E)z(l) 2‘1" 0;\ Olz(z—;\). 1 A _1=(2—2\)21_A 21\
2 =4 1 A -4 A

!
=(2=-A)*(A*+1)=0
= A=2 einziger reeller Eigenwert.

Berechne Eigenvektorenzu A=2: (4A—2E)x=0:

1 =2 =2 =1 |o = x,—2x,—-2x,—x,=0
0 0 5 0 |0 =5%=0= x=0

Setze x,=s, x,=t

= x,=2s+t
25+t 2 1
= Eigenvektoren haben die Form X= 8 =s (1) +1 8
t 0 1
Beispiel
1 2 0
A=|2 -1 0|, K=R
0 0 2

a;=a; = A symmetrische Matrix.
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1—-A 2 0
det(A—AE)=| 2 —1-A 0 |=(1-2)
0 0 2—A
(1=2)((=1=2)(2=2))=2(2-(2=4))=(2=A)((1=A) (= 1=A)—4)
(2=a)(A%=5)20

= A=2, /\2=\/§, A;=—+5 ( 3 reelle Eigenwerte)

-1-A2 0
0 2—-A

512 0
0 2-A

Satz
A sei (nXn) Matrixiiber K .

i. Fir K=C hat 4 genau n Eigenwerte, falls man vielfache Eigenwerte mehrfach z&hlt.

ii. Ist A symmetrisch hat 4 auchfir K=IR genau n Eigenwerte.
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Outtakes

Schmitz schreibt ellenlange Formeln an die Tafel.
Student: Gut, dass wir das jetzt alle verstanden haben...
Schmitz: Ja, das ist doch schon!

Schmitz dreht sich um und macht ungeriihrt weiter.

Schmitz: Der Dalai Lama sagte mal, es gibt 3 Stufen der Erkennnits: »Klar?«, »Klar!« und
»Klar.«... Aber das ist gar nicht vom Dalai Lahma, sondern von mir. Ich wollte nur, dass sie mir
zuhoren.

Outtakes
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